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12.05 - Funzioni Seno e Coseno

12.05.a) Definizione (Seno e Coseno di un Angolo)

Data una Circonferenza Goniometrica Cg Y
+1
e un Punto PeCg, che individua un ;
: : o s +
Angolo x, si definisce: | N\
sin(x) i

Coseno dell’Angolo X [Notazione: cos X]: - A VETON)

O] cos(x) H X

1’Ascissa del Punto P;

Seno dell’Angolo X [Notazione: sin X]:
I’Ordinata del Punto P. =

Osservazione: P ¢ il Punto di Coordinate: P( cosx; sinX).

12.05.b) Osservazione (Valori Possibili per le Funzioni sin X e sin X)
Dall’immagine del paragrafo (a) e dalla definizione di Circonferenza
Goniometrica, si deduce che:

(-I1<cosx<+1) A (-1<sinx<+l)
Dunque sinX e cosX sono due Funzioni Limitate aventi per Codominio
I’intervallo [-1;+1].

12.05.¢) 1 Relazione Fondamentale della Goniometria
Data una Circonferenza Goniometrica Cg e un Punto PeCg, che

individua un Angolo x, vale il seguente risultato:

cos 2X +sin” X = +1
Dimostrazione
Teorema di Pitagora: a: —r
Triangolo[OHP] = _, 5 =|___ o =

- —2
(Rettangoloper costruzione) OP =0OH +HP OH =cosx A HP =sin X

2 2 .2 2 )
=TI~ =cos X+sin X:>[NellaCG: r:+1]:>cos X+sin® X =+1
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12.05.d) Seno e Coseno di Angoli Particolari

I) Per x=" ; Xx=30°: Y

6 +
sin7—[:sin300:l A cos7—Z=cos30°:£ P

6 2 6 K@-sounaiaiiia.

Dimostrazione sin(x) <
Considerato un Angolo x di Misura 30° - — 0 £ e 44
nella Circonferenza Goniometrica, si
osserva che: il Triangolo OHP, per ' Q
costruzione ¢ Rettangolo in H ed ¢ Ia
meta del Triangolo OPQ. A

Come primo passo si dimostra che il Triangolo OPQ ¢ Equilatero.

OP=0Q
(perché Raggi della Circonferenza Goniometrica)
=[OPQ Triangolo Isoscele] A [OH ¢ la sua Altezza Relativa alla Base]

—0PQ=0QP=
= OPQ°+0OQP° = OPQ°+OPQ° = 20PQ° =180°—2-30° =

=180°-60°=120°=

120°

— 2-0PQ°=120° = OPQ° = =60°.

Pertanto:
= OPQ° OQP° POQ° 60° = OPQ Triangolo Equilatero

Si procede con il calcolo delle Funzioni sinx e cosx per X = 30°.
sm@ — Sin(30°) = OK = PFi =
=[ OPQ Triangolo Equilatero —> Altezza Relativa alla Base = Mediana Relativa alla Base] =

_1 ool 0P~ Lelyll (cv.d)

[\)
l\)
(\}
(\}
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Per il calcolo del cosx ¢ sufficiente ricordare la Formula di Geometria
Euclidea per la Misura dell’Altezza in un Triangolo Equilatero:

E G

h=—-:1 < cos(30°)=—-r = :
2 2 2 2

In alternativa si puo calcolare il cosx applicando la I Relazione Fondamentale
della Goniometria:

c0s 2(30°) +sin’ (30°) = +1 = cos* (30°) = 1 —sin® (30°) =

= €0s(30°) = +\/1—Sln (30°) = ,/ - J_r‘/ —— i\/gz

Ovviamente si scarta la soluzione negatlva, perche X =30° ¢ un angolo del I

quadrante in cui il coseno € positivo.

V2

sinz =sm45° = —2 A cosz —cos45° =
4 2 4

Dimostrazione

Considerato un Angolo x di Misura 45° nella
Circonferenza Goniometrica, si osserva che:
*) il Triangolo OHP, (per costruzione
Rettangolo in H), ¢ esattamente la meta del Quadrato OHPK;
Per il calcolo di sinx ¢ sufficiente ricordare la Formula di Geometria
Euclidea per il Calcolo della Misura della Diagonale di un Quadrato:

d=v2-1 da cui, nel nostro caso: OP=+/2-OH <

2 -c0s(45°) <> cos(45°) = \/7 \/17 N ? V2

< sin(45°) = OK =[OHPK Quadrato | = OH = cos(45°) =

J2
2
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T A
III) Per x=—; x=60°: Y
3 v W L
T \/g T 1 :
sin— =sin60°=— A cos— =cos6(0°=— 60° g
3 2 3 2 sin(x) i
60° | 60
. ° =1 ' &
Dimostrazione ! Ol cos( o A X

Considerato un Angolo x di Misura 60°
nella Circonferenza Goniometrica, si

osserva che: il Triangolo OHP, per 3

costruzione ¢ Rettangolo in H ed ¢ la meta del Triangolo OPA.

Come primo passo si dimostra che il Triangolo OPA ¢ Equilatero.

OP =OA
(perché Raggi della Circonferenza Goniometrica )

=>[OPA Triangolo Isoscele di Base AP|=

—OPAz=OAP =
. OPA® — OAP® — 1802—x:180 2—60 :1220 s

Pertanto:
— OPA° = OAP° = POA° = 60° = OPA Triangolo Equilatero

Si procede con il calcolo delle Funzioni sinX e cosx per X = 60°.
LT —~5 =i
smg =sin(60°) =0OK = PH =
=[ OPQ Triangolo Equilatero => Altezza Relativa alla Base = Mediana Relativa alla Base] =

PQ=—-OP=—-r= -1=% (c.v.d.)

l\.)|>—*
l\)l»-*
l\)lr—
N | =
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IV) Per X=0x; X=0°: cos 0z =cos 0°=+1 A sin Oz =sin 0°=0

Dimostrazione (Banale!)

Considerato un Angolo x di Misura 0° nella Circonferenza Goniometrica, si

osserva che il Punto P da esso individuato ha coordinate:
P(+1;0)
Per definizione di sinX e cosX risulta:
P(cos0;sin0)
Banalmente, per la biunivocita esistente tra:

[Punti del Piano] — [Coppie Ordinate di Numeri Reali]

cos07r =c0s0° = Xp =+l

Vale la thesi: § .
sin0z =sm0°=yp= 0

Con ragionamenti del tutto simili si dimostrano 1 seguenti risultati:

T
V) Per X=—; Xx=90°: cos - =c0s90° =0 A sin =sin90° = +1
2 2 2
VI) Per X=x ; X=360°: cos 7=cos180°=—1 A sin 7 =sin 180°=0
3 5 3 .3 :
VII) Per X=5 7T, Xx=270°: COSE 7 =c0s 270°=0 A sma 7 =sin 270° =—1

VIII) Per Xx=27x ; Xx=360°:cos27z =cos360°=+1 A sin 27 =sin 360°=0
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